97

PROBLEMA 19

TEMA: EL PROBLEMA ELASTICO LINEAL. Solucion
aproximada de desplazamientos mediante un planteamiento
global basado en el Principio de los Trabajos Virtuales y en el
Teorema de la Energia Minima

Una placa de espesor uniforme e y seccion cuadrada de arista @ se  encuentra
empotrada por dos de sus bordes y sometida a una distribuciéon uniforme de carga
horizontal en la arista libre, tal como se indica en la Figura 19.1 . Suponiendo que el
material de la placa tiene comportamiento de solido eléstico lineal, con A=G (v=0,25),
se pide:

1°) Definir las condiciones de contorno y de simetria. Comentar si el problema
tiene solucion con un planteamiento local.

2°) Plantear como solucion del problema un campo general de desplazamientos
cuadrético cineméaticamente admisible

3°) Hallar las correspondientes deformaciones y tensiones, y comprobar si
pueden constituir la solucién del problema elastico

4°) Determinar en funcion de ¢ y G un valor aproximado del desplazamiento en
el plano xy de la arista cargada mediante la aplicacion del Principio de los Trabajos
Virtuales

59) idem mediante la aplicacion del Teorema de la Energia Minima

(NOTA: en el siguiente problema se compararan las soluciones con la obtenida con un
programa comercial de elementos finitos)

—— q [N/m]

Fig. 19.1
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SOLUCION

1°) Condiciones de contorno

Al estar empotrados los bordes pertenecientes a los planos x=0 , y=0 , las
condiciones de contorno en desplazamientos son:

ﬁ(O,y,Z) = u(O,y,z)f + v(O,y, z)] + w(O,y,z)lg =0/ +0/+ 0k
ii(x,0,z) = u(x,0,2)i +v(x,0,2) ] + w(x,0, z)lg —0i +0/+0k

Como condicion de contorno en fuerzas se tiene que en los puntos de la arista
(a,a,z) hay una distribucion uniforme ¢i . Esta distribucion es de fuerza por unidad de
longitud [N/m] y constituye una singularidad de la expresion general en términos de
tension: f, =Tii |N/m?|. Efectivamente, la distribucion ¢ implica f; y T
infinitas. En estas condiciones el problema no tiene soluciéon con un planteamiento
local.

Condiciones de simetria

El plano z=e/2 es de simetria tanto geométrica como de condiciones de
contorno. Por tanto, los desplazamientos segun la direccién z deberan ser nulos en
z=¢/2 Yy la solucion para la componente w debera incorporar el factor (e/2-z).

2°) Campo de desplazamientos cuadratico cinematicamente admisible

El campo de desplazamientos cuadratico y continuo méas general supone para

cada una de las componentes de # una funcion del tipo:
Ax* + By’ +Cz° + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx + Hy+ Iz + J

Para que se verifiquen las condiciones de contorno en desplazamientos,
solamente puede ser no nulo el término en xy para las componentes u y v, en tanto
que para la componente w todos los términos deben ser nulos. Por tanto, el campo de
desplazamientos cinematicamente admisible es (se ha afiadido un asterisco para
distinguirlo del campo de desplazamientos real):

u*:Clxy X v*:Cny ©w =0

3% Campos de deformaciones y de tensiones

Las deformaciones correspondientes al campo de desplazamientos considerado
son:
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. ou « Ou Ov
=—= ; =—+—=Cx+C
xx 8 1y Xy ay ax 1 Zy
Ly L i
oy 0z  Ox
LY S S L L
oz 0z 0Oy

Y las tensiones:

o, =10 +2Ge = G(Sg:x + g;y + 8;)= G(3C,y + C,x)
o = A0" +2Gz", = Gls, +3¢], + &% )= G(C,y+3C,x)
0'; =10 + 2G8; = G(36‘:x + 5;y + 36‘;)= G(Cly + sz)
r:y = G;/:y = G(Clx + Czy)
7. =Gy, =0
z';z = G}/;z =0
Esta solucion verifica las condiciones de continuidad y de contorno, por tanto,

falta comprobar las condiciones de equilibrio. Teniendo en cuenta que las fuerzas de
volumen son nulas, estas condiciones quedan:

or
00 +—= +6T” =GC,+GC,+0=0
Ox oy 0z
or, Odo, Or.
L+ —2+—2=GC,+GC,+0=0
ox oy 0z
* az_* *
0t T 0% _0104+0=0

Ox oy oz

llevandoa C,=C,=0 y T =0. Por tanto, el campo de desplazamientos planteado

no es la solucion del problema. Ya se ha comentado ademas, que la singularidad de la
distribucion ¢ lleva a tensiones infinitas y, por tanto, también deformaciones infinitas,
en la zona de aplicacion de ¢ (x=a, y=a, z).

4% Aplicacion del Principio de los Trabajos Virtuales para determinar un valor
aproximado del desplazamiento de la arista cargada

Aunque el campo de desplazamientos planteado no es la solucion del problema,
podemos hacer que se aproxime definiendo los coeficientes C;y C, de manera que se
verifique el Principio de los Trabajos Virtuales para algunos desplazamientos virtuales
debidamente escogidos. Esto supone efectivamente una aproximacién a la solucion real
porque implica el cumplimiento parcial de las condiciones de equilibrio en todo punto.
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Para una campo de desplazamientos virtual, ou , se tendran las deformaciones
virtuales oD .Y el correspondiente trabajo de las fuerzas exteriores sera:

I_:Oqé‘u(a,a,z)dz
Y el de las fuerzas interiores correspondientes al campo " :
”I(axx o¢,+0,06,+0._ 06, +1,0y,.+7,. 06, +7, 0¢,, )d V

Igualandolos se obtiene una ecuacion con C; y C, como Unicos coeficientes
indeterminados. Por tanto, se va a aplicar dos veces el PTV empleando campos de
desplazamientos virtuales sencillos que Ilevan a una facil solucion de las integrales.

Como primer campo de desplazamientos virtual se propone (se supone que la
expresion de la componente Su esta multiplicada por una constante dimensional
unitaria):

ou=xy ; ov=0 ; ow=0

Este campo es cinematicamente admisible y se representa en la Figura 19.2. Las
correspondientes deformaciones virtuales son:

A
4 : atd’
0dou '
oc. = =
x o y
58_))_}) = 5822 = 57/)(2 = 57)12 = O
oou 0Ov
5]/x = + =
Y oy Ox

El trabajo de las
fuerzas exteriores es:

gesula,a,z)= gea®

Y el trabajo de las
fuerzas interiores es: z Fig. 19.2

J‘Oa J‘Oa [G(3C1y + sz)y + G(Clx + Czy)x]e dxdy = Gea“(df—g1 + %)

Igualando ambos trabajos: ¢ = Gaz[% + %j
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Como segundo campo de desplazamientos virtual se propone (se supone que la
expresion de la componente oJv estd multiplicada por una constante dimensional
unitaria):

ou=0 ; ov=xy ; ow=0

Este campo también es cinematicamente admisible y se representa en la Figura
19.3. Las correspondientes deformaciones virtuales son:

y A
o =0s_=0y,_ = 57/yz =0 !
58W _ 00V _ ;
oy
oou 00v -
Vs oy ox 7 :
: ata
|
1
. a |
El trabajo de las I
fuerzas exteriores es: 1
|
qeéu(a,a,z)zO :
|
e e e e e e e e = = i
/
Y el trabajo de las g p
fuerzas interiores es: z - Fig. 19.3

J~Oa J-Oa [G(Cly + 3CZX)X + G(Clx + Czy)y]e dx dy — Gea4 (% + 4%)

Igualando ambos trabajos se obtiene: C, = _8G

3

De las dos ecuaciones obtenidas con la aplicacion del PTV se despejan los
coeficientes:

48q ] 18¢g
= 7 o C=- 2
55Ga 55Ga

1

Y el desplazamiento aproximado de la arista cargada queda:

u*(a,a,z)=4—8q=0,873i ; v*(a,a,z)z—&z—o,?ﬁ?i ;. wia,a,z)
55G G 55G G

0
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5° Aplicacion del Teorema de la Energia Minima para determinar_un valor
aproximado del desplazamiento de la arista cargada

Al igual que con la aplicacion del PTV, podemos aplicar el Teorema de la
Energia Minima para forzar el cumplimiento parcial de las condiciones de equilibrio en
todo punto, y aproximar asi el campo de desplazamientos planteado,
u =Cxy ; v =C,xy ; w =0,alasolucion real.

Para este campo, el potencial de las fuerzas exteriores es:

V, =—qeu =-qeC,a’

Y la energia interna:

- _J-II O_xxgxx to ygVV + O-ZZSZZ +Ty27/yz + sz]/xz +le]/xy )dV =
= E”[G(Q’»Cly +C,x)Cpy + G(Cy +3C,x)Cox + G(Cox + C,y ) Cox + C,y)|dx dy =

= Gea4(C12 + sz +%)

La energia total es, por tanto:
I, =V, +U, = —qeC,a* + Gea (C +C + C2C j

Y aplicando a la misma la condicion de minimo:

C

o, _ —qea’® + Gea“(ZCl +72j =0

oc,

oMy _ Gea4(2C2 +Qj =0
0 2

2

8¢ . ~___2
15Ga’®

De donde se despeja: C, = ;
pej 1 2 15G4>

Y el desplazamiento aproximado de la arista cargada queda:

0

u*(a,a,z)=8—q=0,533i  Vvia,a,z)=-—1=-0133L ; w(a,a,z)
15G G 15G G



