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PROBLEMA 20

TEMA: EL PROBLEMA ELASTICO LINEAL. Aplicacién del
M¢étodo de los Elementos Finitos con elementos triangulares de
tres nodos

Para obtener una solucién aproximada del Problema 19 (Figura 20.1), se
simplifica el caso como un problema plano ( u=u(x,y) , v=v(x,y) , w=0 ) y se aplica el
Meétodo de los Elementos Finitos con una discretizacion minima de dos triangulos de
tres nodos tal como se indica en la Figura 20.2.
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Se pide:
1°) Escribir las condiciones de contorno para cada nodo
2°) Determinar la solucion general de desplazamientos en cada elemento a partir
de las funciones correspondientes al elemento triangular de tres nodos
3°) Comprobar que la solucion de desplazamientos respeta la continuidad
demostrando que el desplazamiento del Nodo B para cada elemento es el mismo
4°) Hallar en cada elemento las soluciones de deformaciones y de tensiones que
se derivan de la solucion general de desplazamientos planteada
5°) Hallar el potencial de las fuerzas exteriores, la energia interna y la energia
total
6°) Determinar el desplazamiento del Nodo B aplicando la condicién de minimo
de la energia total.
7°) Escribir la solucién completa del problema eléstico en funciéonde a, gy G
8°) Representar a la misma escala la deformada de la placa del Problema 19 para

todas las soluciones obtenidas, comparar y comentar las soluciones:

1.- Planteamiento de un campo de desplazamientos cuadratico y aplicacion del PTV (Problema 19)

2.- Planteamiento de un campo de desplazamientos cuadratico y aplicacion del Teorema de la Energia
Minima (Problema 19)

3.- Aplicacion del Método de los Elementos Finitos. Discretizacion con elementos triangulares de 3
nodos (2 elementos y 4 nodos) (Problema 20)

4.- Aplicacion del Método de los Elementos Finitos. Discretizacion con elementos rectangulares de 4
nodos (225 elementos y 256 nodos) (Programa ANSYYS).

Desplazamiento del vértice cargado: u(a,a) = 2,96 ¢/G ; v(a,a) =-1,60 q/G
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SOLUCION

1°) Condiciones de contorno para cada nodo

Los nodos O, A y C corresponden al borde empotrado de la placa, por tanto, las
condiciones de contorno en desplazamientos para los mismos son:

Nodo O: uo= Vo :W():O
Nodo A: Uqg= Vg4 = Wy =0
Nodo C: uc= vc¢ :WCZO

En el Método de los Elementos Finitos las condiciones de contorno en fuerzas se
expresan en funcion de las fuerzas puntuales que actiian sobre los nodos. Para el caso

del problema se tiene, pues:

Nodo C: fg.=ge , fp, =0

2°) Soluciodn general de desplazamientos para cada elemento

En un elemento triangular de 3 nodos se plantea un campo de desplazamientos
lineal con la posicion en el que los coeficientes a determinar son los propios
desplazamientos de los nodos del elemento. La expresion de estos desplazamientos es la
siguiente, y en la Figura 20.3 se representa un ejemplo de la deformacion que
experimenta un elemento genérico:

u= Nl(x’y)'ul +N2(xay)'”2 +N3(x’y)'”3
V= Nl(xay)'vl +N2(x,y)'v2 +N3(x,y)'v3

siendo:

(xi, y;) con i,j =123, las coordenadas de los nodos
(ui, vi) con i,j=1,23, losdesplazamientos de los nodos

N; con i,j=1,23, las funciones de forma:

Ni(xy) = [(x2y3 = x392) + (V2= y3)x + (x5 —x2)y] / 24,
N> (x,y) = [(xzys —xpy3) + (3 —yox + (x; —x3)y] / 24
N3 (xy) = [(x1y2—x2v1) + (1 —y2)x + (x2 —x1)y] / 24,
siendo 2Ae = ()Cg —X1)(yg —y]) — ()C3 — )C])(yg —y])

En los elementos de la Figura 20.2 utilizamos la siguiente numeracion:

.~Elemento 1: NodoO=1, NodoC=2 , NodoB=3
.~Elemento 2: NodoO=1 , NodoA=2 , NodoB=3

y aplicando las condiciones de contorno en desplazamientos:

u=u =0, vi=vy =0
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la solucion de desplazamientos en cada elemento queda:
u=Ny(x,y}hu, > v=N,(x ),

quedando las componentes u; v; del desplazamiento del nodo libre, B=3 , como
incognitas a determinar. Particularizando:

Elemento 1: x;=0 , y; =0 , x2=0 , y,=a , x3=a , Y3 =a

240 = (2 —x) 3 —y1) — (3 —x) 2 —y1)=-a’

1
N3(x,y) :g[(xlyz _x2y1)+(y1 _yz)x+(x2 —xl)y]zg

e

. X X
Luego: u=—u, , v=—v,
a a

Elemento2: x;=0 , y; =0 , x2=a , y,=0 , x3=a , y3 =a
24c = (2= X))y —y1) — (3= x)p2 - y)= @’

1
N3(xay):g[(x1y2 _x2y1)+(y1 _yz)x+(x2 —xl)y]zf

Luego: u==u, , v==v,

3°) Comprobacién de la continuidad de la solucién de desplazamientos

En el Nodo B (x=a, y=a), se verifica en cada elemento que Ni(a,a)=1 y

u(a,a):N3(x3,y3)u3 =Us 5 v(a,a):N3(x3,y3)v3 =V;

4°) Solucion de deformaciones

ON -
gxx:au: 3u3:y1 y2u3
ox Ox 24

e

_@_8N3 X, X

=== V3 = V3
oy Oy 24,
_Ou Ov_ON, ON;  y -y, X, — X,

Vi +— u, + Vs

_5 ox dy o
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Solucién de tensiones

XX XX

o.=A0+2Gs, =G| 222y TR, gty
24 24

» » 24, 24, 24,
o,=A0+2Ge_=G N =Y us + ar B Vv,
24, 24,
X, —X V, =y
Txyszx): (22,Aelu3+ 12AZV3j
TXZ = GyXZ = O
r,.=Gy,.=0

Particularizacion de las soluciones para cada elemento

Elemento 1: x;=0 , y; =0 , x;=0 , y,=a , x3=a , y; =a , 2Ae=-a2

u
__3 . _ . — . — — —
gxx__ H gyy_o s }/xy__ s gzz_yxz_yyz_o
a a
3Gu, Gu, Gu, Gv,
Ou = a ’ O-yy B a 4 z a > Txy - a s T = 7’-yz =0

Elemento 2: x;=0 , y; =0 , x2=a , y2=0 , x3=a , y; =a , 2Ae=a2

V3 u
g"x:o ’ Eyy:; > yxy__ ’ gzz:}/xzzyyz_
Gv, _ 3G, Gv, _ Gu, s -0
O = a ’ wo a > zz ~ a ’ xy a s T = 7’-yz -

5°) Potencial de las fuerzas exteriores

Dado que las fuerzas exteriores se reducen a la fuerza puntual que actua en el
Nodo B, la expresion del potencial es simplemente:

Vi=—fug=—fu,

Energia interna

Teniendo en cuenta que ¢ =y, =y, =0, la expresion de la energia interna

en cada elemento es:

U, = %'”J-(O'xxé‘xx +0,8, 1,7, )dV
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Luego, la energia interna total es:

Uy =Up +Up [ 200 O gy L [[[300 0 St gy

a a a
e 1 3G 2 G 2 3G 2 G 2 2 2
:Eaaz[a_zus a_2V3 +a—2V3 +a—2u3 }ZeG(u3 +v, )
Energia total In,=U,+V, = e(;(u32 +v32)—fu3

6°) Determinacion del desplazamiento del Nodo B

Aplicando la condicion de minimo de la energia total se tiene:

oIl I1
I :ZeGu3—f:0 5 a T:2€Gv3=0
Us &
De donde se obtiene: U, = S ; v, =0
2Ge

7°) Solucién completa del problema elastico en funcién de ae gy G

Elemento 1:

X q X
Uu=—u, = X ; v, =—v,=0 ; w, =0
a > 2Ga g’ ’
Us q V3
& =—=— , & :0 s xv__zo s 8zz: xz z:0
" a4 2Ga » & a Ve =7
3G G G G
O',(Xzi=3_q ) w o % :i > 0, = = :i 5 z-xy_ V3_O ’ z-xz:z-yzzo
a 2a a 2a a 2a a
Elemento 2:
Yy q
= — = — ; v, =—V, = ; w. :0
a 2Gay g’ ’
v u q
P :O 5 E :—3:0 5 _—3:— N &g = = :0
xx »y 7/ Xy a 2 Ga zz 7/ Xz 7/ yz
G 3G G G
o = Vs =0 : O_V‘ — V3 =0 ; o, = Vs =0 ; Txy — Uy :i ;T :T}z =0
a a 2a
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En la Figura 20.4 se
ha representado la deformada
resultante del modelo plano,
asi como el estado tensional
en un elemento superficial de
cada uno de los dos elementos
finitos de la discretizacion.

Fig. 20.4

8°) Representacion de la deformada de la placa del Problema 19 para todas las
soluciones obtenidas
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Comentarios

Aplicacién del Método de los Elementos Finitos. Discretizacion con elementos
triangulares de 3 nodos (2 elementos y 4 nodos) (Problema 20): esta es la
aproximacion mas pobre debido a que la discretizacion es de s6lo dos elementos, y éstos
son los mas sencillos que se pueden adoptar, ya que el campo de desplazamientos
asociado es solo lineal.

Planteamiento de un campo de desplazamientos cuadratico y aplicaciéon del
Teorema de la Energia Minima (Problema 19): la aproximacion mejora al
plantear un campo de desplazamientos cuadratico

Planteamiento de un campo de desplazamientos cuadratico y aplicacion del PTV
(Problema 19): el campo de desplazamientos también es cuadratico, pero la
aproximacion mejora al plantear el PTV para dos campos de desplazamientos virtuales

Aplicacién del Método de los Elementos Finitos. Discretizacion con elementos
rectangulares de 4 nodos (225 elementos y 256 nodos) (Programa ANSYS): esta
es la solucidbn mas aproximada y se puede comprobar que converge para
discretizaciones mas afinadas; sin embargo, no es todavia la solucidon exacta porque,
aparte del problema de la singularidad de la carga ¢ , la modelizacidon no considera
desplazamientos segun el eje z, con lo que ¢_ es nulay aparece una tension o_ que

debera ser de traccion en todos los puntos, ya que frente a la carga ¢, la placa tiende a
disminuir su espesor por efecto Poisson



