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PROBLEMA 26

TEMA: APLICACIONES DE LA ELASTICIDAD LINEAL.
Placa empotrada-libre sometida a carga en el extremo libre.
Solucién de tensiones a partir de una funcién de Airy de 4° grado.

La placa empotrada-libre de pequefio espesor, e=5mm, de la Figura 26.1 se
encuentra sometida a la carga P=1kN indicada. Para estudiar el problema elastico se

modeliza la carga P como una fuerza de superficie f; (O,fsy ,O)) [N/mz] , €n la que fs,
es una funcién polindmica de 2° grado en y simétrica respecto a x .
Ay

Se pide:
1°) Expresion de fs, en
funciénde e, hy P 7/,

2°) Funcion de Airy

polindmica que verifica las /
condiciones de contorno de / A
fuerzas y las condiciones de % P

3% Hallar y representar %

las fuerzas superficiales y la /

solucion de tensiones derivadas

é
compatibilidad / e e 1.
é ...................
7
%

de la funcion de Airy. /
Comentar las discrepancias %
con la solucidn real % {=150mm

SOLUCION

1°) Modelizacién de la carga P como una fuerza de superficie

Fig. 26.1

La fuerza de superficie fs (O,fsy ,O)) polinomica de segundo gradoen y es:  f = ay® +by +c

Por ser simétrica respecto a x : fsy(+ y)=f5y(— y) , luego, b=0 .

La fs constituye la tension tangencial z,, y los bordes horizontales estan libres

de carga, luego, para que se verifique el teorema de reciprocidad de las tensiones
tangenciales debe cumplirse que: fy, (+ /)= ah® +c =0 , quedando: f, = a(y2 —h® )

h
La resultante de fs, tiene que seriguala P, luego: P = ”fsy dydz = eJ-_h aly? - h*)dy

- 3P
uedando: 0,——(h*=y%)0
q 702 -5

=—£eah3
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2°) Funcion de Airy polinémica

Dado que en el lado x=¢ hay una distribucion de fuerzas de superficie
cuadraticaen y, se plantea una funcion de Airy polinémica de cuarto grado:

¢ =Ax" + Bxy + Cx*y* + Dxy® + Ey* + Fx* + Gx*y + Hxy?* + ® + Jx* + Kxy + Ly*
de la que se derivan las tensiones (se omiten los términos de las fuerzas de volumen por

considerarse nulas):

2

o, = = 2Cx? +6Dxy +12Ey” + 2Hx + 61y + 2L

xx 2

o))
SN

% @

2
o, = a—f =12Ax* +6Bxy +2Cy° + 6Fx + 6Gy + 2J
X

2
T, =— o9 =-3Bx* —4Cxy —-3Dy* —2Gx-2Hy - K
! Ox0y

Aplicando las condiciones de equilibrio en el contorno, fs =Tn :
-Borde y=h , i(010): fy=7,=0 , f,=0,=0 luego:

o, =124x* +6Bxh+2Ch* + 6Fx +2Gh+2J =0
T, = —3Bx* —4Cxh—3Dh* —2Gx—2Hh—-K =0

A=6Bh+6F =2Ch*+2Gh+2J =0
B=4Ch+2G =3Dh*+2Hh+K =0

Identificando coeficientes se obtiene:

-Borde y=-# , ii(0-10): fy=-7,=0 , f;, =-0,=0, luego:

o, =12Ax* —6Bxh+2Ch* +6Fx—2Gh+2J =0
z,, =—3Bx’ +4Cxh —3Dh* = 2Gx + 2Hh - K =0

Identificando:

A=-6Bh+6F =2Ch*-2Gh+2J =0
B=4Ch-2G =-3Dh* +2Hh-K =0

Quedando: A=B=C=F=G=H=J=0 , 3Dh*+K=0

-Borde x=¢ , ii(100): f;, =0 , fy =7, , luego:

o, =2C*+6Dly+12Ey* +2H(+61y +2L =0

7, =—3BI?—4Cly—3Dy* —2G{—2Hy — K = 43:;3 (h? - y?)
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Identificando:
12E=0 : 6DI/+6I=0 : 2Cl*+2H(+2L=0
3P

3P3 , —4Cl-2H =0 ; -3B/*-2G/-K=-—
4eh 4eh

~3D=-

De todas estas relaciones quedan determinados todos los coeficientes de la
funcion ¢ , sin necesidad de verificar la condicion de contornoen x=0 :

4eh 4eh 4eh
Pl 3P

) ] P
Y la funcion de Airy es: ¢ = X — X
Ves =0 “aa” " aen™

Finalmente, se comprueba que se verifica la condicion de compatibilidad de las
deformaciones:

0* 0* o* ( P Pl 3P j
AZ = +2 + X 3 _ 3——x :0
¢ [8x4 ox’oy? 6y4] 4eh® 4 4eh3y 4

3°) Solucidén de tensiones

82 3P 82 82 3P 2
O'xx:—?: 3y(x—ﬁ) ; ayy:—fzo ;T = ¢:— 1-2
2eh ox ox0y  4eh

Valores maximos:

(x=0,y=%h)=7 3P2£=¢ 3'1k]\£
2eh 2:5mm-50° mm
3P 31N

B deh - 4-5mm-50mm

o 5 150mm = F18MPa

xxmax O-xx

z-xyma'x = Txy (y = O) = 3MPa

La funcion Airy seria la solucion del problema si las reacciones del empotramiento
coincidieran con las fuerzas de superficie en el borde (x=0) y en el mismo borde se
produjeran los desplazamientos que se derivan de las deformaciones resultantes de las
deformaciones.

En la realidad esto no es asi por estar restringidos todos los desplazamientos en x=0 ,
por lo que la solucion hallada se aleja de la realidad en las proximidades del
empotramiento
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Fig. 26.2.- Representacion de las fuerzas de superficie

-0,1-P/(eemm) a -0,08-P/(e:mm)
-0,08-P/(e:-mm) a -0,06-P/(e:mm)
-0,06-P/(e:-mm) a -0,04-P/(e:mm)
-0,04-P/(e:-mm) a -0,02-P/(e:mm)
-0,02-P/(eemm) a 0-P/(e-mm)
0-P/(eemm) a 0,02-P/(e:mm)
0,02-P/(eemm) a 0,04-P/(e:mm)
0,04-P/(e:mm) a 0,06-P/(e:mm)
0,06-P/(eemm) a 0,08-P/(e:mm)
0,08-P/(eemm) a 0,1-P/(e:mm)

Fig. 26.3.- Representacion de la componente o,

0-P/(eemm) a 0,003-P/(e-mm)

0,003-P/(eemm) a 0,006-P/(e-mm)
0,006-P/(eemm) a 0,009-P/(e-mm)
0,009-P/(eemm) a 0,012-P/(e-mm)
0,012-P/(eemm) a 0,015-P/(e-mm)

Fig. 26.4.- Representacion de la componente T



